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ТЕОРЕТИЧНІ ПЕРЕДУМОВИ ЗНИЖЕННЯ ПУЛЬСАЦІЇ ГЕОМЕТРИЧНОЇ МИТТЄВОЇ ПОДАЧІ 
ШЕСТЕРЕННОГО НАСОСА 
THEORETICAL ASSUMPTIONS OF DECREASE OF PULSATION OF GEOMETRIC INSTANT 
FEED OF GEAR PUMP
Доведено теорему про особливості руху елементів евольвентного зубчастого зачеплення, яка дає можливість 
визначити зниження пульсації геометричної миттєвої подачі шестеренного насоса. Площину описано радіусами, 
які поєднують центри обертання шестерен с полюсом зачеплення. Теорему можна використовувати при 
проектуванні зубчастого зачепленя у шестеренных насосах. Вона є теоретичною базою зниження пульсації 
геометричної миттєвої подачі шестеренного насоса.
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Вступ
Евольвентний профіль зуба, запропонований 
Л. Ейлером в середині XVIII століття, досі не має 
альтернативи з точки зору кінематики, міцності і 
технологічності для силових зубчастих передач. За 250 
років існування зубчастого зачеплення з евольвентним 
профілем теоретично досліджено більшість особливостей 
його роботи у силових передачах, проте, особливості 
функціонування евольвентного зубчастого зачеплення 
в специфічних машинах, зокрема в шестеренних 
гідромашинах, досліджені недостатньо.
У шестеренних насосах (НШ) евольвентне зубчасте 
зачеплення, крім традиційної функції передачі крутного 
моменту, виконує ще декілька функцій: всмоктування 
робочої рідини, перенесення її з камери всмоктування 
в камеру нагнітання і нагнітання в магістраль високого 
тиску гідросистеми.
Як відомо, одним з недоліків шестеренних насосів, 
що обумовлений його конструктивною особливістю, 
є наявність нерівномірності подачі за часом, тобто 
пульсація миттєвої подачі. Пульсація подачі, в свою 
чергу, є причиною пульсації тиску, що створюється 
шестеренними насосами. Однак, якщо пульсація тиску і 
подачі не має істотного впливу на якість роботи робочих 
органів машин, то включення пульсуючого насоса до 
гідросистеми управління (наприклад, у верстатах) просто 
неприпустиме. Отже, усунення пульсації подачі та тиску 
шестеренних насосів має велике значення для подальшого 
їх вдосконалення і розширення галузі використання.
Актуальність досліджень
Зазначена проблема пульсації миттєвої подачі і тиску 
не може бути вирішеною без встановлення фізичної суті 
процесів, що відбуваються при подачі робочої рідини у 
шестеренних насосах.
Аналіз результатів як теоретичних [1], так і експе ­
риментальних [2] досліджень, опублікованих у науко­
вотехнічних джерелах свідчить, що вони мають до сить 
су пе речливий характер. Слід відзначити пев ну не­
відповідність експериментальних результатів тео ре­
тичним, що дає підстави стверджувати, що існуючі фізико­
математичні моделі, які пояснюють процес пульсації, не 
відповідають  повною мірою дійсному стану речей.
Функції евольвентного зубчастого зачеплення по­
в’язані із зміною об’єму робочої камери шестеренних 
насосів. Виявлення закономірностей зміни об’єму робочої 
камери дозволяє обґрунтувати фізичну модель процесу 
подачі, що пропонується, та розробити математичні 
моделі, які більш точно відповідають робочому процесу 
подачі та дозволяють з’ясувати особливості миттєвої 
подачі, зокрема закономірності її пульсації.
Проблема, що вирішується, пов’язана з важливими 
нау ковими та практичними задачами виробництва та 
експлуатації шестеренних насосів. Підвищення їх технічного 
рівня сприятиме підвищенню їх конкурентоспроможності 
та подальшому просуванню на ринку об’ємних насосів. Це 
також забезпечить розвиток та поширення гідропривода 
у різних технічних системах, завдяки низькій собівартості 
шестеренних гідромашин.
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Представлені у роботах [1, 2, 3, 4] результати не 
дозволили якісно наблизитися до вирішення проблеми 
пульсації. Отже, існує необхідність у проведенні подаль­
ших теоретичних та експериментальних досліджень у 
напрямку вирішення даної проблеми.
Метою дослідження є розробка теоретичних основ, 
що дали б можливість обґрунтувати зниження пульсації 
геометричної миттєвої подачі і тиску шестеренного 
насоса.
Постановка задачі
Розглянемо схему зубчастого зачеплення (рисунок 
1 [3, 4]), на якій показано наступні елементи шестерень 
та їх взаємозв’язки:
МN  — лінія зачеплення зубців шестерень;
P — полюс зачеплення;
1e1 RAO = , 1e2 RBO = — радіуси, відповідно, веду­
чої і веденої шестерні;
11TO r=  , 1e2 RBO =   — радіуси, проведені з цент­
рів обертання шестерень 1O  і  2O  до поточної точки Т 
зачеплення евольвентних профілів на лінії зачеплення МN ;
PT = x — координата точки зачеплення евольвентних 
профілів на лінії зачеплення;
O1K = d1/2; O2L = d2/2 — радіуси, проведені з центрів 
обертання шестерень в точку перетину робочої сторони 
евольвентного профілю з початковим колом;
j1, j2 — кути, на які необхідно повернути радіуси 
O1K , O2L, щоб точки K і L одночасно опинилися в полюсі 
зачеплення  P, при цьому, точка зачеплення T  також 
переміститься по лінії зачеплення MN в полюс зачеплення 
P на відстань PT = x. 
З рисунку 1 видно, що при обертанні шестерень 
точка Т рухається по лінії зачеплення MN. При цьому від­
бувається постійна зміна довжини радіусів r1 і r2, висоти 
h і кутів нахилу радіусів до основи трикутника c1 , c2 . 
Нехай точка T відображає поточне положення точки 
зачеплення на лінії зачеплення зубів шестерень насоса. За 
початок відліку виберемо полюс зачеплення у точці P. Тоді 
координаті поточної точки T на лінії зачеплення відповідає 
відрізок PT = x, при цьому при русі ліворуч вгору  x<0, а 
праворуч донизу x>0; x— координата точки зачеплення 
на лінії зачеплення.
Для ведучої шестерні за центр її обертання приймемо 
точку O
1
, за додатній напрямок обертання радіус­вектора 
приймемо обертання проти годинникової стрілки.
Аналогічно, для веденої шестерні за центр її обер­
тання приймемо точку O2, за додатній напрямок обертання 
радіуса приймемо його обертання за годин ни кової стрілки.
Введемо наступні позначення:  O1K = r1, O2L = r2, 
О
1
Т=r1 i О2Т=r2. Тоді маємо:
 c1 = < PО1Т — кут, на який необхідно повернути 
радіус r1, щоб він зайняв нульове горизонтальне по ло­
ження — О
1
P;
 c2 = <  PО2Т — кут, на який необхідно повернути 
радіус r2, щоб він зайняв нульове горизонтальне по­
ложення — О2P;
  j1= <  PО2K  — кут, на який необхідно повернути 
ведучу шестерню, щоб радіус r1 зайняв нульове 
(горизонтальне) положення О
1
P;
j2  = <  кут, на який необхідно повернути ведену 
шестерню, щоб радіус r2 зайняв нульове (горизонтальне) 
положення О2P.
Зазначимо, що кут повороту шестерень j1 і  j2 і кути 
повороту радіусів r1 і r2, відповідно c1 і c2, хоч і мають 
взаємозв’язок, але не рівні між собою, що до теперішнього 
часу залишалося неочевидним фактом [5].
Отже, задачею досліджень є визначення законо­
мірностей обертання радіусів r1 і r2, які з’єднують центри 
обертання шестерень з точкою зачеплення. Для цього 
необхідно вирішити декілька послідовних задач: 
­  визначити взаємозв’язок між кутовими параметрами 
положення елементів зубчастого зачеплення;
­ визначити довжину радіусів r1 і r2 від положення 
точки зачеплення на лінії зачеплення  х і від кута повороту 
ведучої шестерні j;
­ довести теорему про швидкість зміни площі, що 
описується радіусами, які з’єднують точку зачеплення з 
центрами обертання шестерень. 
Положення точок K, L можливо визначити координа­
тами (r
1
; j1 ), де r1  — радіус початкової окружності ведучої 
шестерні, мм; j — кут повороту, на який необхідно 
повернути радіус r
1
, щоб точка K опинилася в полюсі 
зачеплення P, град. або радіан.
Положення точки L можливо визначити координатами 
(r2; j2 ), де r2 — радіус початкового кола веденої шестерні, 
мм; j2  — кут повороту, на який необхідно повернути 
радіус r2, щоб точка  L опинилася в полюсі зачеплення P, 
град. або радіан.
Аналогічний підхід був започаткований у роботі [5]. 
Проте, вихідні передумови, які полягають у тому, що кут 
Рисунок 1 — Схема зубчатого зачеплення шестеренного 
насоса 
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повороту радіусів r1 і r2 жорстко пов’язаний відповідно 
з кутом повороту ведучої шестерні j1 і веденої j2 є 
помилковим. Доведемо це.
На рисунку 1 розглянуто точки  K і L  при повороті 
ведучої i веденої шестерен на кути j1  і j2, одночасно 
опи няться у полюсі зачеплення Р. Точка зачеплення Т 
переміститься по лінії зачеплення MN  на відстань PT=x і 
теж опиниться в полюсі зачеплення точці Р.
При цьому слід звернути увагу на той факт, що кут 
повороту шестерень і кут повороту радіусів r1  і r2 не 
збігаються:
2211 , jcjc << .                           (1)
Цю особливість роботи евольвентного зубчастого 
зачеплення не відзначено попередниками через наявність 
відносного ковзання робочих боків евольвентних профілів 
зубів шестерень один відносно іншого [6, 7, 8]. І якщо для 
зубчастого зачеплення шес терень, що використовуються у 
силових передачах, це явище впливає хіба що на зношення 
евольвентних робочих профілів, то у шестеренних насосах 
чинить істотніший вплив на характер миттєвої подачі.
Визначимо взаємозв’язок між згаданими коор ди­
натними величинами. Насамперед знайдемо взаємо­
зв’язок між положенням точки зачеплення Т на лінії 
зачеплення  х  і кутом повороту ведучої шестерні j1. Такий 
взаємозв’язок за умови, що початок координат знаходиться 
у полюсі зачеплення Р, може бути отриманий, виходячи з 
визначення евольвенти:
                             ,                                                                                                                                      (2)
де  r
01
 — радіус основної окружності ведучої шестерні, мм;
              
,                                 (3)
де r
02
  — радіус основного кола веденої шестерні, мм.
Із виразів (2) і (3) можливо отримати і зворотні за­
лежності: х = j
1
r
01
х = j
1
r
01
,                                                                           (4)
х = j2r02.                                                                          (5)
Далі можна записати:
MTOMPO 111 ∠−∠=c , MTO 11 ∠−= ac        (6)
 .
ТО
1
М = arctg(TM/O
1
M) = arctg ––––––—
Але, оскільки РТ =х , то 
01
1 r
xPM
arctgMTO −=∠   .                                     (7)
В свою чергу з рисунку 1 бачимо, що
 РМ = r
01
tga.                                                                       (8)
де a  — кут зачеплення передачі, радіан або градусів.
Підставивши вираз (8) у (7), отримаємо






−=∠
01
1 r
x
tgarctgMTO a .                                    (9)
Тоді, з урахуванням виразу (6), остаточно отримаємо
 





−−=
01
1 r
x
tgarctg aac .                                     (10)
Аналогічно, з рисунка 1 для c2 , маємо:
 ac −∠= NTO 22 ,                                                       (11)
 a
a
c −
+
=
02
02
2 r
xtgr
arctg .                                   (12)
Або, остаточно для  c2 отримуємо
Далі знайдемо взаємозв’язок між величинами  c і  j. 
 ( ) ( )111 invinv caacj −−+= .                              (14)
Oскільки у відповідності з визначенням 
 aaa −= tginv ,                                                          (15)
то, підставивши значення функції inv з (15) в (14), отримаємо
( )11 tgtg caaj −−= .                                                (16)
І навпаки, з (16) можливо отримати зворотну залеж­
ність
 ( )11 tgarctg jaac −−= .                                        (17)
Аналогічно, встановимо залежність між  c2 і  j2. 
( ) acacj invinv 222 −++= .          
./.
(18)
Скориставшись поняттям інволюти (15), вираз (18) 
можливо привести до вигляду
( ) acaj tgtg 22 −+= .                                               (19)
Аналогічно виразу (17), можна отримати зворотну 
залежність до виразу (19)
( ) aajc −+= tgarctg 22 .                                         (20)
Оскільки
то підставивши у вираз (20) значення j2 з (21), отримаємо
 
                                      
.                                               (22)
Далі знайдемо залежність довжин радіусів r1 і r2 від 
положення точки зачеплення на лінії зачеплення MN та 
від кута повороту ведучої шестерні j. 
За теоремою Піфагора можна записати:
 221
2
1 MTMOTO += .                                             (23)
xtgrxtgMOxMPMT 011 −⋅=−⋅=−= aa .  (24)
,                                                                           (13)
01
1 r
x
=j
2
1
12 r
r
jj =
aajc −





+= tg
r
r
arctg
2
1
12
1
01
1 r
x
=j
02
РО ТО ТО
РО  – PM
r
01
РО
M
r
0101
aac −





+=
02
2 r
x
tgarctg
 (21)
РО t
g
t
g
g
tg
g
t
r
01
r
01
O
r
02
r
02
r
02
r
02
T
MT P tg tgr01
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Тоді 
 ( ) 20120121 rxtgr +−= ar .                                          (25)
Аналогічно 
 ( ) 20220222 rxtgr ++= ar .                                        (26)
Аналогічні результати можна отримати, якщо вико­
ристовувати тригонометричні функції. 
                                           
,                                                     (27)
02
2 r
PTNP
arctgNTO +=∠ ,                                            (28)
02
02
2 r
xtgr
arctgNTO +=∠ a
          
 або   
                                                          ,                                 (29) 
Тоді
                                                        .                               (30)
Але оскільки                                                   , то вираз 
(30) мож ливо надати у вигляді:
    
або                                                                                            (31)
Тоді після перетворень
( ) 2022022 rxtgrTO ++= a .                                  (32)
Виконавши заміну, отримаємо вираз, ідентичний 
за лежності (26). Аналогічно можна отримати вираз, 
ідентичний виразу (25). 
Підставивши значення х від j з (4) і (5) у залежності 
(25) і (26) відповідно, отримаємо
( ) 20120110121 rrtgr +−= jar .                                  (33)
Аналогічно з рисунку 1 видно, що 
( ) 20220220222 rrtgr ++= φar .                                 (34)
З (33) і (34) отримаємо
( ) 2012011011 rrtgr +−= jar ,                              (35)
( ) 2022022022 rrtgr ++= jar .                             (36)
Таким чином, отримані залежності для визначення 
радіусів r
1
, r2  (33)–(36) та їх кутів повороту c1, c2  (17) 
і (22).
Теорема. При обертанні шестерень з евольвентним 
зубчастим зачепленням швидкість прирощення площі 
трикутника DS(Dj), r2 , утвореного радіусами r1(j) i 
r2(j), що з’єднують центри обертання шестерень з точкою 
зачеплення і відрізком, що з’єднує центри обертання шес­
терень — а є величина постійна та визначається, як
                                                                               ,             (37)
де r
0
 — радіус основного кола, мм; a — кут зачеплення, 
математична модель; j — кут повороту ведучої шестерні, 
радіан; a — міжцентрова відстань, мм. 
Площу трикутника 21TOOD  можна визначити у 
відповідності з залежністю  
ha5,0TEOO5,0S 21TOO 21 ⋅⋅=⋅⋅=D ,                 (38)
де  a — міжцентрова відстань, мм; h  — висота трикутника, 
мм.
Маючи y розпорядженні залежності довжин радіусів 
r1 і r2   і кутів їх повороту навколо центрів обертання c1 і 
c2,   від кутiв повороту шестерень j1 і j2,   з прямокутних 
трикутників   DО
1
ТЕ і DО2ТЕ можемо записати вирази для 
визначення висоти трикутника DО
1
ТО2  у функції від  j1 
і j2  у вигляді
( ) ( ) ( )11111 sinh jcjrj = ,                                         (39)
( ) ( ) ( )22222 sinh jcjrj = .                                     (40)
У результаті попередніх теоретичних досліджень 
було встановлено залежності (35) і (36), з яких отримаємо 
аналогічні вирази у вигляді функцій від кута повороту 
ведучої шестерні:
( ) 1tgr)( 210111 +−= jajr ,                              (41)
( ) 1tgr)( 220222 ++= jajr ,                            (42)
( )111 tgarctg)( jaajc −−= ,                               (43)
( ) ajajc −+= 222 tgarctg)( .                             (44)
Або, підставивши в (49) і (50) відповідні значення 
величин з (41)–(44), отримаємо:
                                                        ,                                        (45)
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Тоді, підставивши в (38) значення висоти h з (45) або 
(46) площу трикутника можна знайти у відповідності з 
наступними залежностями: 
                                                                                          (47)
                                                                                .      (48)
Перейдемо до швидкості зміни площі трикутника від 
кута повороту
                                                                                
                                                                                              
                                                                                                (49)
                  
                                                                                              (50)
Через диференцювання залежностей (49) і (50), 
отримаємо
 
                                                                                     
                                                                                 .      (52)
Виконаємо низку тригонометричних перетворень
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Скориставшись формулами додавання з виразу (53), 
отримаємо
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 (55)
Тоді з (55) і (56) знайдемо, що
a
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a
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Виразимо у (54) функції  sina, cosa через функцію tga. 
У результаті отримаємо:
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 Що й потрібно було довести.
Висновки
Доведено теорему в теорії евольвентного зубчастого 
зачеплення, що визначає швидкість зміни площі, яка 
описується радіусами, що з’єднують центри обертання 
шестерень з полюсом зачеплення. Ця теорема насамперед 
може бути використана при проектуванні зубчастих 
зачеплень, які використовуються у шестеренних насосах, 
оскільки у цьому випадку евольвентне зубчасте зачеплення 
виконує дві функції. Перша функція — перенесення 
робочої рідини з камери всмоктування до камери 
нагнітання і забезпечення підвищення тиску робочої 
рідини. Друга виконує традиційну роль передачі крутного 
моменту від привода насоса на ведену шестерню, але це 
допоміжна функція.
При проектуванні евольвентних зубчастих зачеплень 
у силових передачах ця теорема навряд чи знайде засто­
сування. 
Доведена теорема свідчить, що усталені уявлення 
про пульсацію миттєвої подачі і тиску впродовж подачі 
робочої рідини до шестеренного насоса не повною мірою 
відповідають дійсності.
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Теоретические предпосылки снижения 
пульсации геометрической мгновенной 
подачи шестеренного насоса
  
Ю.В. Кулешков, М.И. Черновол,
Т.В. Руденко, В.И. Гуцул, М.В. Красота
Целью исследований является разработка теорети­
ческих основ, которые дают возможность обосновать 
снижение пульсации мгновенной подачи и давления 
шестеренного насоса.
В работе была доказана теорема в теории эволь­
вентного зубчатого зацепления, которая дает возможность 
определить скорость изменения площади, которая описы­
вается радиусами, соединяющими центры вращения 
шестерен с полюсом зацепления. Эта теорема может быть 
использована при проектировании зубчатых зацеплений, 
используемых в шестеренных насосах. Даная теорема 
является теоретической базой снижения пульсации 
геометрической мгновенной подачи шестеренного насоса.
Доказательство теоремы показывает, что устоявшиеся 
представления о мгновенной подаче и давлении в процессе 
подачи рабочей жидкости в шестеренном насосе не в 
полной мере отвечают действительности.
Ключевые слова: эвольвентное зубчатое зацепление, 
точка зацепления, инволюта, угол зубчатого зацепления, 
шестеренный насос, мгновенная подача,геометрическая 
подача.
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Theoretical assumptions of decrease 
of pulsation of geometric instant feed 
of gear pump
Yu.V. Kuleshkov,  М.I. Chernovol,
Т.V. Rudenko, V.I. Gutsul, М.V. Krasota
The objective of the research is to develop theory which 
gives possibility to ground decrease of the pulsation if instant 
feed and pressure of a gear pump.
The work presents the proof of the theorem of involute 
toothing which makes it possible to determine the speed of area 
change that is described by the radiuses connecting the centres 
of gear rotation and pitch points. The theorem may be applied 
while designing toothings used in gear pumps. This theorem is 
a theoretical basis of decrease of pulsation of geometric instant 
feed of gear pump.
The proof of the theorem shows that the established ap­
prehension of instant feed and the pressure in the process of 
hydraulic fluid feed in a fear pump is not true to the full.
Keywords: involute toothing, gear pump, pulsation, pul-
sation if instant feed, pitch points, geometric feed, instant feed.
